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El gran teorema de la combinatoria moderna
Marc Noy

Resum: Si pregunteu a un expert quin és el resultat estrella de la combinatoria de
les Ultimes décades, és probable que contesti: el teorema dels menors de Robertson
i Seymour. Aquest resultat, una de les grans fites de la matematica del segle passat,
afirma el seglent: si G és una classe de grafs tancada per menors, llavors hi ha un
nombre finit d’obstruccions que determinen si un graf és a G. L’exemple classic és el
teorema de Kuratowski: si G és la classe dels grafs planaris, les obstruccions son els
grafs Ks i K3 3. La prova ocupa uns vint articles, amb un total de més de cinc-centes
pagines. En aquest treball expliquem el contingut del teorema i donem una idea de
les seves implicacions, de les relacions amb I'algorismia i amb la logica, de les eines
fonamentals a qué ha donat lloc i de la seva demostracio.

Paraules clau: graf planari, grafs en superficies, menors en grafs, amplada d’arbre,
complexitat computacional.

Classificacié MSC2010: 05C83.

1 Introduccio

El classic teorema de Kuratowski [33] de I'any 1930 diu que un graf és planari
si, i només si, no conté cap subdivisié de Ks ni de Kz 3. En aquell temps la teoria
de grafs estava tot just en els seus inicis i Kuratowski presenta el seu teorema
com un resultat de topologia: els grafs s6n 1-complexos i una subdivisié d’'un
graf G és un un graf homeomorf a G com a 1-complex. Kuratowski prova que
les Giniques obstruccions minimals a la planaritat sén els 1-complexos (grafs)
homeomorfs a Ks 0 K3 3.

Amb el temps es va veure que el teorema de Kuratowski era un resultat
basic de la teoria de grafs, ja que donava una caracteritzacié purament com-
binatoria de la planaritat. Després van sorgir moltes altres caracteritzacions

Aquest article esta basat parcialment en la conferéncia de I'autor a la 14a Trobada Matematica
de la SCM, que va tenir lloc el 20 de maig de 2011.
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dels grafs planaris: algebraiques (Mac Lane), en termes de dualitat (Whitney), de
matroides (Tutte) 0, més recentment, en termes de la dimensié d’ordres parcials
(Schnyder). Es notable com la planaritat es pot caracteritzar amb propietats
que no sbén, aparentment, topologiques o geomeétriques.

Dir que un graf és planari és el mateix que dir que es pot dibuixar en I'esfera
sense creuaments d’arestes. Tenim caracteritzacions per a altres superficies?
Van haver de passar cinquanta anys per trobar-ne una altra: Archdeacon va
provar [3] que hi ha exactament 103 obstruccions per dibuixar un graf en el
pla projectiu. Un graf és una obstruccié per a una superficie S si no té vertexs
de grau dos, no es pot dibuixar a S i qualsevol subgraf propi pot dibuixar-se
a S. Amb aquesta definici6, un graf es pot dibuixar a S si, i només si, no conté
cap obstruccié com a subgraf. Per al tor sabem que hi ha milers d’obstruc-
cions, pero només tenim la llista completa per a I'esfera i el pla projectiu.
Sabem, pero, que per a cada superficie hi ha un nombre finit d’obstruccions,
encara que no sabem trobar-les totes. Aquest resultat, provat primer per a
superficies no orientables [4] i poc després per a qualsevol superficie [49], és
un cas particular important del teorema dels menors que presentem ara.

La contraccio d’'una aresta e = Xy d’un graf G consisteix a identificar els
extrems X i y, eliminant les possibles arestes multiples que s’hagin produit.
Direm que H és un menor de G si H es pot obtenir a partir d’un subgraf de G
contraient arestes. Una classe de grafs G és tancada per menors si sempre que
G ésa G iH ésun menor de G, llavors H també és a G. Per exemple, la classe
dels grafs planaris és tancada per menors, ja que suprimint o contraient una
aresta no es perd la planaritat. Pel mateix motiu ho és la classe dels grafs que
es poden dibuixar en una superficie donada.

Si G és una classe tancada per menors, direm que H és un menor exclos
de G si H no és a G, pero suprimint o contraient qualsevol aresta de H el graf
resultant és a G. Si un graf conté H com a menor, no pot ser a G; és a dir, H
és una obstruccié per ser a G (una obstruccié d’una mena més general que
les subdivisions). Es facil veure que un graf és a G si, i només si, no conté cap
menor exclds com a menor. La questioé clau és saber quins sén els menors
exclosos d’una classe i quants n’hi ha. El teorema fonamental de Robertson i
Seymour diu:

Teorema dels menors. Per a qualsevol classe de grafs tancada per
menors hi ha un nombre finit de menors exclosos.

Aquest resultat va ser conjecturat per Klaus Wagner (1910-2000). La prova
és llarga i complexa, i fa servir eines molt diverses, algunes de les quals van
ser introduides precisament per provar el teorema. L’any 1985, poc després
d’apareéixer el primer article de la série [45], els autors escrivien a les actes d’un
congrés [46]:

En el moment d’escriure aquest article creiem haver resolt la conjec-
tura completament, pero les demostracions encara no han estat escrites
amb detall ni comprovades.
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Van haver de passar anys abans no se’'n publiquessin tots els detalls. La prova
ocupa vint articles, I'Gltim dels quals [52] va ser publicat el 2004. En aquest
treball intentarem donar les idees principals de la prova i de les eines desenvo-
lupades per arribar al resultat.

A més dels grafs en superficies, hi ha altres exemples interessants de classes
tancades per menors. Es evident que qualsevol graf es pot dibuixar en I'espai
RS2 sense que les arestes es tallin, perd podem demanar propietats addicionals.
Diem que una immersi6é d’un graf G a R3 és sense nusos si qualsevol cicle de G,
considerat com a corba tancada a R3, determina un nus trivial. Per exemple, K7
no admet cap immersi6 sense nusos.! La propietat és tancada per menors, ja
que la contracci6 o supressio d’arestes no pot crear nusos que abans no hi eren.
De fet, K7 és un menor exclos; se’n coneixen alguns més, pero no gaires. Una
de les conseqliencies més espectaculars del teorema de Robertson i Seymour és
que, donada una classe G tancada per menors, hi ha un algorisme polinomial
per reconeixer si un graf és a G. Per tant, sabem que existeix un algorisme
polinomial per decidir si un graf admet una immersié a R3, perd no tenim cap
algorisme efectiu, ni tan sols exponencial. Més endavant discutirem aquesta
paradoxa aparent.

Un graf és serie-parallel si es pot reduir a un graf sense arestes mitjancant
les operacions seglients: suprimir una aresta doble; contreure una aresta in-
cident a un vértex de grau dos; suprimir vértexs de grau u. Es senzill veure
que la classe de grafs série-parallels és tancada per menors i que I’4nic menor
exclos és K4. També es pot veure que els grafs série-parallels son precisament
els que tenen amplada d’arbre com a molt dos. Aquest parametre basic va ser
introduit per Robertson i Seymour a la prova del seu teorema i captura la idea
de descompondre un graf en parts petites en forma d’arbre. La classe de grafs
amb amplada d’arbre com a molt k és tancada per menors. Coneixem la llista
completa de menors exclosos només per a k = 1 (la classe corresponent és la
dels grafs aciclics i el menor exclos és, trivialment, el triangle), k = 2 (grafs
série-parallels i només hi ha K,) i k =3 (n’hi ha quatre, entre aquests Ks i el
graf de I'octaedre).

Un fet molt notable és que molts problemes algorismics NP-complets esde-
venen factibles per a grafs amb amplada d’arbre fitada per una constant. Per
exemple, el problema de decidir si existeix un cicle hamiltonia o el de decidir
si existeix una 3-coloraci6 es poden resoldre en temps lineal per a grafs amb
amplada d’arbre fitada. Més encara, qualsevol problema de decisid que es pugui
expressar en logica monadica de segon ordre (Iogica de primer ordre enriquida
amb quantificadors sobre conjunts de vértexs i d’arestes) admet un algorisme
lineal. Aquest és el famds teorema de Courcelle [14], que ha donat lloc a una
rica area de recerca on es troben la combinatoria, I'algorismia i la logica.

Una altra classe important de grafs és la seglent. L’operacié AY en un
graf consisteix a suprimir un triangle vivzvs, afegir un nou vértex v, i fer-lo
adjacent a v1, V2 i v3. L’'operacio YA és la inversa de AY, eliminar un vertex

1 A diferencia del fet que Ks no és planari, aguest no és un resultat senzill [13].
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de grau tres i afegir totes les arestes entre els seus veins. Un graf es diu AY
reductible si es pot reduir a un graf sense arestes mitjangant les operacions
AY, YA, i les tres operacions série-parallel definides abans. Els grafs planaris
sén AY reductibles?, perd n’hi ha molts més, per exemple Ks. La propietat
de ser AY reductible és tancada per menors; no coneixem tots els menors
exclosos, perd sabem que n’hi ha més de 101°, una quantitat considerable [68].

La resta de l'article s’estructura aixi. Comencem pel classic teorema de
Kuratowski que caracteritza els grafs planaris i després passem a estudiar grafs
en superficies. A continuacio, expliquem el concepte de menors en grafs i el
contingut del teorema dels menors. Després d’introduir el concepte d’amplada
d’arbre d’un graf, donem algunes idees sobre la prova del teorema. Tot seguit
discutim connexions de la teoria de grafs amb la logica i I'algorismia i acabem
revisant altres aspectes de la teoria.

Hi ha diversos articles panoramics que el lector pot consultar per aprofundir
més en el tema. Esmentem els de Lovasz [34] (que ha guiat la nostra exposicio),
Thomas [60], Kawarabayashi i Mohar [30, 37] i Richter [42]. També es pot
consultar amb profit els llibres de Diestel [16, cap. 12], Mohar i Thomassen [38,
cap. 6i 7] i Downey i Fellows [17, cap. 6 7].

2 El teorema de Kuratowski

Kazimierz Kuratowski (1896-1980) va ser un dels grans exponents de I'escola
matematica polonesa del segle passat, juntament amb altres noms com Banach,
Ulam, Tarski, Borsuk o Sierpifski. Es conegut pels seus importants resultats
sobre topologia general, perd segurament encara ho és més pel teorema que
duu el seu nom.

Teorema 1 (Kuratowski [33]). Un graf és planari si, i només si, no conté una
subdivisio de Ks o de K3 3.

Recordem que un graf és planari si es pot dibuixar en el pla sense que
es creuin dues arestes en un punt interior. L’operaci6 de subdividir una ares-
ta consisteix a inserir-hi un vertex de grau dos: més formalment, s’elimina
I'aresta Xy i es crea un nou vértex adjacent Unicament a x i a y. Un graf G
és una subdivisio d’'un graf H si G s’obté a partir de H subdividint arestes
repetidament. Es clar que G és planari si, i només si, qualsevol subdivisi6 de G
és planari.

Recordem també que Kp, és el graf complet amb n vértexs (tots els parells de
veértexs son adjacents) i Kn m és el graf bipartit complet amb parts de mides n
i m (tot véertex de la primera part és adjacent a tot vertex de la segona part). La
figura 1 mostra els dos grafs de Kuratowski Ks i K3 3, i algunes subdivsions. Es
facil veure que Ks no és planari. En efecte, dibuixem primer un cicle vi1vaviavavs

2 Un resultat gens trivial, provat per primer cop per Epifanov [19]. Es pot trobar una prova
moderna a [69] que es fa servir per provar el teorema de Steinitz, segons el qual tot graf planari
3-connex és I'esquelet d’un poliedre a R3.
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com un poligon simple. El teorema de la corba de Jordan ens assegura que no
podem tracar les cinc cordes que falten sense produir un creuament. EI mateix
argument val per a K3 3: dibuixem un cicle v1Vv2Vv3VaV5Ve | veiem que no podem
tracar les tres cordes vi1Vg, V2Vs, V3Vg que falten sense creuaments. La part

E ORE

Figura 1: Els grafs de Kuratowski Ks i Kz 3, i algunes subdivisions.

dificil del teorema de Kuratowski és, naturalment, el reciproc: provar que les
subdivisions de Ks i de K33 sén les Uniques obstruccions a la planaritat. La
prova que donem a continuacio va ser formulada per Thomassen [38].2 Abans
calen alguns preliminars de teoria de grafs.

Diem que un graf G és k-connex si el graf G — X obtingut suprimint els
vértexs de X és connex per a qualsevol conjunt de vértexs X amb |X] < k.
En altres paraules, si dos véertexs de G no poden ser separats per menys de
k vertexs. Si G — X no és connex i |[X| = t, diem que X és un t-separador. Un
vertex de tall és un 1l-separador.

La primera observacié és que n’hi ha prou de provar el teorema de Ku-
ratowski per a grafs 3-connexos. En efecte, sigui G un graf que no conté
subdivisions de Ks ni de K3 3. Suposem que G no és 3-connex i sigui {X,y}
un 2-separador de G. Sigui H una component de G — X, a la qual hem afegit
els vértexs x i y i I'aresta Xy, en cas que no hi fos. Es clar que H tampoc no
conté una subdivisié de Ks ni de K3 3. Si H no és 3-connex, iterem el procés
i considerem un nou 2-separador. Eventualment arribem a les anomenades
components 3-connexes de G, que seran planaris per hipotesi. Ara és facil veure
que si dos grafs son planaris i els unim per una aresta el graf resultant també
és planari. El mateix raonament és valid si hi ha un 1-separador.

Per provar el teorema en el cas 3-connex, ens cal un resultat previ. Donada
una aresta e = Xy d’un graf G, denotem per G/e el graf obtingut en contreure®
I'aresta e. Denotem per vyy el vértex resultant de la contraccio. Una prova
senzilla del resultat seglient, donada també per Thomassen, es troba a [16].

Lema 2 (Tutte). Tot graf 3-connex G conté una aresta e tal que G/e és 3-connex.

3 Carsten Thomassen (1948- ), professor a la Universitat Técnica de Dinamarca, és un dels
grans especialistes en teoria topologica de grafs. A més de ser autor d’'importants contribucions
originals, destaca per les seves demostracions concises i brillants de resultats classics.

4 La notacio G/e prové del fet que la contraccié d’un element d’'una matroide vectorial corres-
pon a fer un quocient del corresponent espai vectorial.
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Prova (del teorema de Kuratowski per a grafs 3-connexos). Sigui G un
graf 3-connex que no conté subdivisions de Ks ni de K3 3. Pel lema 2, existeix
una aresta xy tal que G/xy també és 3-connex. El graf G/xy tampoc no conté
subdivisions de Ks ni de K3 3. Per inducci6 sobre el nombre de vertexs, el graf
H = G/xy admet un dibuix planari. Sigui T la cara de H — {vxy } que conté el
punt vy, i sigui C la frontera de T (ja que H — {vxy} és 2-connex, C és una
corba simple). Ara recolloquem X,y i I'aresta que els uneix a I'interior de f. Els
veins de X a G han de ser necessariament a C: siguin aquests veins Xi, ..., Xk,
en ordre ciclic.

Considerem ara els veins de y, que també sén a C. Si sOn tots en un dels arcs
definits per dos x; consecutius, podem completar G mantenint la planaritat.
Altrament, només hi ha dos possibles obstacles: que y sigui adjacent a tres dels
Xj, I en aquest cas s’obté una subdivisid de Ks; que y sigui adjacent a dos
dels X; no consecutius, i llavors obtenim una subdivisi6 de K3 3.

La prova anterior pot adaptar-se per tal de produir un dibuix de G en el pla
en qué totes les cares internes son convexes, un altre resultat donat per Tutte.®
En particular, les arestes s6n segments rectilinis i obtenim el resultat segtient.

Teorema 3 (Fary). Tot graf planari pot dibuixar-se en el pla amb arestes recti-
linies.

Prova. Sigui G un graf planari. Afegint arestes repetidament a l'interior de les
cares de G arribem a un graf T en el qual totes les cares sOn triangles. Es pot
veure que T és 3-connex i, per tant, admet un dibuix rectilini. El mateix passa
llavors amb G, que és un subgraf de T. O

3 Grafs en superficies

Dibuixar un graf en el pla és el mateix que dibuixar-lo en I’esfera, mitjangant una
projeccio estereografica. Es natural, doncs, preguntar-se per representacions de
grafs en altres superficies. Per exemple, Kg pot dibuixar-se en el pla projectiu
i K7 pot dibuixar-se en el tor, tal com mostra la figura 2. L’estudi de grafs en
superficies és actualment un tema de recerca molt actiu [38]. A continuacio
discutim alguns aspectes de la teoria, en particular els analegs del teorema de
Kuratowski per a superficies diferents de I'esfera.
La féormula d’Euler
v—a+c=2,

que relaciona el nombre v de vertexs, a d’arestes i ¢ de cares d’un graf planari
connex, es generalitza en qualsevol superficie. Per brevetat, ens limitarem al
cas orientable; el cas no orientable es tracta de manera similar. Sigui Sy la

5 William Tutte (1917-2002) va ser un dels grans matematics del segle xx. Les seves contribu-
cions a la combinatoria i la teoria de grafs s6n moltes i molt profundes. Menys coneguda és la
seva activitat durant la Segona Guerra Mundial, época en queé va aconseguir desxifrar el codi de
I’Alt Comandament alemany [65].
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Figura 2: Dibuix de Kg en el pla projectiu i de K7 en el tor.

superficie compacta i sense vora de genere g, és a dir, I’esfera amb g nanses.
Una immersi6 d’un graf G a Sqy és diu 2-cellular si totes les cares s6n contractils,
és a dir, homeomorfes a un disc.

Proposicio 4 (Férmula d’Euler). Donada una immersié 2-cellular d’'un graf
G a Sg, els nombres de vertexs, arestes i cares satisfan

v—a+c=2—2g.
En consequiencia, tenim que
a<3v—6+6g.
Si G no té triangles, llavors

as2v —4+4q.

Prova. El cas g = 0 és la classica formula d’Euler per a grafs planaris. Suposem
g > 0. Sigui C una corba tancada de Sy que dona una volta a una nansa i que no
conté vertexs de G. La corba C ha de tallar alguna aresta de G, ja que altrament
C seria a una cara no contractil. Redibuixant el graf, si cal, podem suposar que
el nombre d’interseccions de C amb arestes de G és finit, diguem-ne k > 0. A
cada una de les k interseccions afegim un vertex nou i convertim en una nova
aresta cada arc de C i cada arc d’una aresta entre dos vértexs nous. Sigui G™el
graf resultant, que té v + k vertexs, a + 2k arestes i ¢ + k cares. Ara tallem la
nansa a través de C i creem una superficie de génere g — 1 afegint un disc a
I'interior de cada una de les dues copies de C. El graf G-5’ha convertit en un
nou graf G™'que té v + 2k vertexs, a + 3k arestes i ¢ + k + 2 cares. Per inducci6
tenim
(v+2k)—(a+3k)+(c+k+2)=2—-2(g—1),

i, per tant,v —a+c =2 —2g.

Finalment, com que cada cara esta limitada com a minim per tres arestes i
cada aresta és incident amb dues cares, obtenim que 2a = 3¢ = 3a—3v+6—6g,
d’on se segueix la primera desigualtat. Si G no té triangles, cada cara esta
limitada per almenys quatre arestes i obtenim la segona desigualtat. O
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El problema més classic dels grafs en superficies és el de les coloracions.
Recordem que el nombre cromatic X(G) d’'un graf G és el minim nombre de
colors que calen per acolorir els vértexs de manera que vértexs adjacents
rebin colors diferents. Si G conté K, com a subgraf, és evident que X(G) = n.

Teorema 5 (Heawood). Sigui G un graf immers a Sy amb g > 0. Llavors
[ e
7+ 1+48g

X(©@) = 5

1)

Prova. Sigui v el nombre de vertexs i a el nombre d’arestes. Afegint arestes si
cal, podem suposar que la immersio6 és 2-cellular i, per tant, a < 3v — 6 + 69.
N’hi ha prou de provar que existeix un vértex v amb grau com a molt
I I
5+ 1+48g
2

C1
En efecte, per induccié G — {v} pot acolorir-se amb (¥ + 1+ 48g)/2[dolors
i queda un color lliure per assignar a v. Per provar I’existéncia d’un tal vertex,
sigui & el grau minim de G. Suposem que & = 6, altrament no hi ha res a
demostrar. Ates que no hi ha llagos ni arestes multiples, v = & + 1. Llavors
tenim
dv =2a=s=6v—12+12q,

i per tant
(0—6)(6+1)=(0—6)v=12g—12,

o bé
32 —-53+6—12g < 0.

Deduim que & és com a molt I’arrle_Lr]Dés gran de I’equacié quadratica 8% — 58 +
6 —12g =0, que ésigual a (56+ 1+48g)/2. O

La prova anterior és molt senzilla, el que és realment dificil, contrariament
al que va suposar Heawood I'any 1890, és provar gque hi ha grafs a Sy que
necessiten aquest nombre de colors. Ringel i Youngs [43] van prevar, després
d’anys d’esforgos, que K, pot dibuixar-se a Sg quan n = (¥ + 1+ 48g)/2[]
D’aguesta manera van resoldre I'anomenat problema de Heawood.® La figura 2
mostra el graf K7 en el tor, que correspon al cas g = 1; el lector podra apreciar
la dificultat del problema si intenta dibuixar Kg a S, 0 bé Kg a Ss.

El génere g(G) d’'un graf G es defineix com el més petit g tal que G té una
immersio a la superficie Sy. Sempre existeix, ja que donada una immersio
qualsevol de G en el pla, podem eliminar tots els creuaments afegint-hi prou
nanses. Els grafs planaris tenen genere 0, els grafs no planaris que poden
dibuixar-se en el tor, com Ky, tenen génere 1. Es senzill veure que el resultat de
Ringel i Youngs és equivalent al seglient.

6 L’ampolla de Klein és una excepcio, ja que 6 colors son suficients quan la formula (¥ +
1+ 24h)/2[per a la superficie de génere no orientable h déna 7.
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Teorema 6 (Ringel-Youngs).

“th-3n-4 "

g(Kn) = 12

La prova depén del valor de n modul 12. El cas n =7 (mod 12) no és complicat
i pot trobar-se a [38]. Hi ha una férmula semblant per al génere no orientable
(el minim h tal que un graf pot dibuixar-se en la superficie obtinguda fent la
suma connexa de h plans projectius). Es interessant notar que és molt més
senzill calcular el génere dels grafs bipartits complets. El graf K m té n +m
vértexs, mn arestes i no té triangles. Si es pot dibuixar s Sg, la proposici¢ 4
implica que mn < 2(m + n) — 4 + 4g. Per tant

. (n—2)(m—2).
4

Aquesta fita senzilla déna el valor correcte: el lector trobara a [38] una prova

ben curta de la igualtat
‘n-2ym-2)"

g(Knm) = 4

El teorema de Heawood per a g = 0 seria precisament el teorema dels quatre
colors. La prova anterior no val en aquest cas: si g > 0 podem suposar que
d = 6, ja que la part dreta de la desigualtat (1) és com a minim 7. Si adaptem la
prova, veiem que un graf planari és 6-acolorible, ja que existeix un vértex de
grau com a molt 5. Aixo és pot millorar facilment.

Teorema 7 (dels 5 colors). Tot graf planari G és 5-acolorible.

Prova. Sigui v un vértex de G amb grau 5 (si és més petit que 5, acolorim
G — v per inducci6 i tenim un color lliure per a v). Siguin uy, ..., Us els veins
de v. Com que Ks no és planari, n’hi ha almenys dos d’aquests, u; i uj,
gue no son adjacents. Contraiem les arestes vu;, vU;j simultaniament i, per
induccid, acolorim el graf resultant G-amb 5 colors. Ara acolorim G igual que
G''perod donant als vértexs u; i uj el mateix color que tenia el vértex identificat
V =Uj=Uuja GEls veins de v a G fan servir 4 colors com a molt i, per tant,
en queda un lliure per av. |

La prova més coneguda del teorema anterior és la de Heawood, que fa servir
I'intercanvi de dos colors. La que hem presentat illustra, igual que la prova del
teorema de Kuratowski, la utilitat de les contraccions en les proves inductives.
Una variant del problema és la segiient: per a cada vértex v d’un graf G tenim
una llista C(v) de colors admissibles i volem acolorir G fent servir un color de
C(v) per a cada v (i de manera que vertexs adjacents rebin colors diferents).
Si aix0 és possible sempre que cada llista tingui k colors, diem que G és
k-llista-acolorible. Erd@s, Rubin i Taylor van conjecturar que tot graf és 5-llista--
acolorible. Thomassen va trobar una prova sensacional, que ha esdevingut un
classic; el lector pot consultar-la al deliciés llibre d’Aigner i Ziegler [1].
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Teorema 8 (Thomassen). Tot graf planari G és 5-llista-acolorible.

Acabem el tema de les coloracions amb un comentari sobre la prova del
teorema dels quatre colors. Les Uniques proves conegudes demanen la con-
sideracio de centenars de configuracions inevitables i provar que cada una
d’aquestes configuracions permet reduir el problema per inducci6. Es cert que
per fer totes les comprovacions calen ordinadors, pero la correctesa de la prova
més recent [44] no la discuteix ningu. El que ens incomoda de la prova és que
tingui tants casos, no que s’hi hagin de fer servir ordinadors. S’han trobat mol-
tes formulacions equivalents del teorema [61], algunes purament algebraiques,
pero fins avui cap d’aquestes no ha donat lloc a una demostracio alternativa.
La veurem algun dia?

Passem ara a discutir les generalitzacions del teorema de Kuratowski. Dona-
da una superficie S, direm que G és una obstruccidé (minimal) per a S si G no
té vertexs de grau dos, no es pot dibuixar en S i qualsevol subgraf propi de G
pot dibuixar-se en S. El fet que G no tingui vertexs de grau dos té cura de les
subdivisions. El teorema de Kuratowski pot reformular-se dient que les Uniques
obstruccions en I'esfera s6n Ks i K3 3. Quines sén les obstruccions en altres
superficies? Quantes n’hi ha?

Un resultat util sobre el génere és el seguent: sigui G [Hlla unié disjunta
de dos grafs, llavors

9(G CH) =g(G) +g(H).

Veiem ara que Ks [Kd és una obstruccio per al tor. En primer lloc, g(Ks [Kd) = 2,
ja que g(Ks) = 1. D’altra banda, si suprimim una aresta de Ks, el graf resultant
és planari. Un cop dibuixat Ks en el tor, hi ha lloc per afegir-hi qualsevol graf
planari en una de les cares. Per tant, g(Ks [K3§ —e) = 1. Un altre exemple és el
graf Ks = Ks que resulta de prendre dues copies de Ks i identificar un vértex de
cada copia. El motiu és que, si denotem per G = H un graf resultant d’identificar
un vertex de G amb un de H, tenim que el génere també és additiu, és a dir,

9(G = H) =9g(G) + g(H).

Aquestes son només dues de les milers d’obstruccions conegudes per al tor.
Un raonament analeg ens diu que Ks K3 i Ks = Ks son obstruccions per al pla
projectiu. També ho sén K33 [K3} 3, Ks [K} 3 i altres combinacions dels dos
grafs de Kuratowski. En aquest cas en sabem la llista completa.

Teorema 9 (Archdeacon). Hi ha exactament 103 obstruccions per al pla pro-
jectiu.

El primer pas el van fer Glover i Huneke, quan van provar que la llista
d’obstruccions és finita i, juntament amb Wang, van trobar la llista de les 103
obstruccions. Poc després, Archdeacon va provar que la llista era completa [3]
(podeu trobar-les en un apéndix de [38]). Més tard, Archdeacon i Huneke [4] van
trobar una prova per a superficies no orientables, i Robertson i Seymour [49]
en van trobar una per a qualsevol superficie.
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Teorema 10. Per a qualsevol superficie hi ha un nombre finit d’obstruccions.

La prova de [49] no és constructiva, en el sentit que no déna una fita per a
la mida de les obstruccions. La primera prova constructiva es deu a Mohar [36].
Per a una superficie fixa S qualsevol, presenta un algorisme que, donat un graf
G, 0 bé troba una immersi6é de G a S, o bé troba un subgraf de G homeomorf a
una obstruccié. Més endavant veurem com provar aquest resultat basic fent
servir el concepte d’amplada d’arbre.

4 Menors en grafs

Hem definit les obstruccions en termes de subgrafs, és a dir, de supressio
d’arestes. Si permetem també la contracci6 d’arestes entra en joc el concepte
més general de menor, un concepte clau en la teoria de grafs moderna.

Diem que un graf G conté H com a menor’ si podem obtenir H a partir de
G mitjancant tres operacions:

1. Supressi6 d’arestes.
2. Contracci6 d’arestes (suprimint arestes paralleles si se’n produeixen).
3. Supressio de vértexs aillats.

L’'operaci6 3 és purament técnica i serveix per al cas que H no sigui connex,
les operacions realment importants son les de suprimir i contreure arestes. La
supressio i contracci6 d’arestes commuten, la qual cosa implica una definicio
equivalent: G conté H com a menor si H es pot obtenir a partir d’'un subgraf
de G mitjangant contracci6 d’arestes.

Hi ha encara una tercera formulacié equivalent, que de fet és la més intuitiva.
Sigui V(H) = {v1,...,vh} el conjunt de vertexs de H. Llavors G conté H com a
menor si existeixen subgrafs connexos disjunts Gy, ..., Gh tals que, si vjvj és
una aresta de H, llavors hi ha com a minim una aresta entre G; i Gj. La idea
és que si identifiguem cada G; a un sol punt p; contraient totes les arestes de
Gi (per aixo cal que sigui connex), llavors les arestes entre els G; donen lloc a
una copia de H sobre {p1,...,pn}. Per exemple, la figura 3 mostra un graf que
conté K4 com a menor. També mostra el graf de Petersen:® la contraccio de les
arestes marcades doéna lloc a Ks.

Si G conté una subdivisié de H, llavors G conté H com a menor; només cal
contreure repetidament les arestes que formen part dels camins subdividits.
El reciproc no és cert: el graf de Petersen no conté una subdivisié de Ks, ja
que només té vertexs de grau 3. En canvi, si H té grau maxim com a molt tres,
llavors un graf conté H com a menor si, i només si, el conté com a subdivisio.
Per exemple, contenir K33 com a menor és el mateix que contenir-lo com a
subdivisio.

7 El terme prové de les matrius: a una matroide vectorial, contreure i suprimir elements
correspon a esborrar files i columnes de la matriu associada.

8 Julius Petersen, matematic daneés, va publicar el 1891 el seu teorema sobre 1-factors a grafs
cubics, que va contribuir a donar forma a la teoria de grafs moderna.
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Figura 3: El graf de I'esquerra conté K, com a menor: al centre es
mostren quatre subgrafs connexos i les arestes que els uneixen formant
K4. A la dreta hi ha el graf de Petersen: contraient les arestes gruixudes
s’obté Ks.

El teorema de Kuratowski es pot reformular en termes de menors. La prova
del resultat segiient és immediata, suposant el teorema de Kuratowski.

Teorema 11. Un graf és planari si, i només si, no conté Ks ni K33 com a menors.

Fins ara ens hem ocupat de caracteritzar una classe de grafs mitjancant
menors exclosos. També ens interessa com son els grafs que no contenen
un graf donat com a menor. Definim Ex(H) com la classe dels grafs que no
contenen H com a menor. Més en general, definim

Ex(H1,...,HK) ={G : G no conté cap dels Hj com a menor}.

Per exemple, Ex(Ks, K3 3) és la classe dels grafs planaris i Ex(K4) la classe dels
grafs série-parallels.

Amb la ment posada en el problema dels quatre colors, Wagner es va pre-
guntar I'any 1935 com eren les classes Ex(Ks) i Ex(K3 3), obtingudes prohibint
nomeés un dels grafs de Kuratowski. Per tal d’explicar els seus resultats ens cal
definir les k-sumes. Siguin G i H grafs, cada un amb un subgraf complet de
mida k distingit. La k-suma s’obté identificant els dos subgrafs complets en
un subgraf complet K i suprimint algunes (les que vulguem) arestes de K. La
0-suma de dos grafs és la unio disjunta, la 1-suma és la identificacié per un
vertex, la 2-suma és la identificacid per una aresta, suprimint-la si és el cas, etc.
Wagner va provar els teoremes seguients [66].

Teorema 12 (Wagner). Un graf és a Ex(K3,3) si, i només si, es pot obtenir fent
k-sumes amb k < 2 de grafs planaris i el graf Ks.

Com que la 2-suma de grafs planaris és planari, podem dir que la classe Ex(K3 3)
no és gaire lluny de la classe dels grafs planaris: afegim el graf excepcional Ks i
fem identificaci6 d’arestes.
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El graf Vg s’obté afegint a un cicle de longitud 8 les quatre cordes que
uneixen vértexs antipodals.

Teorema 13 (Wagner). Un graf és a Ex(Ks) si, i només si, es pot obtenir fent
k-sumes amb k < 3 de grafs planaris i el graf Vg.

La classe Ex(Ks) és més rica. Observem que si fem 3-sumes (identificacio per tri-
angles) repetides de grafs planaris obtenim grafs que no sén planaris, per exem-
ple Kz n. Una de les consequéncies del resultat anterior que obté Wagner és la
seguent:

El teorema dels quatre colors és equivalent al fet que tot graf de Ex(Ks)
és 4-acolorible.

Una implicaci6 és evident, ja que Ex(Ks) conté els grafs planaris. L’altra és
senzilla per induccio. N’hi ha prou de considerar els grafs de Ex(Ks) maximals,
que s’obtenen fent k-sumes de grafs planaris triangulats i del graf Vg sense
suprimir arestes en fer la identificacioé d’arestes o de triangles. Si dos d’aquests
grafs estan 4-acolorits, identificant vertexs, arestes i triangles, podem mantenir
la 4-coloracié. Com que Vg és 3-acolorible, el teorema dels quatre colors implica
el resultat. Wagner intenta resoldre el problema dels quatre colors analitzant
una classe més gran que la dels grafs planaris, la que s’obté d’excloure només
Ks, pero troba que els grafs planaris reapareixen d’una manera essencial al
teorema d’estructura. La conjectura de Hadwiger, que discutim a I’Gltim apartat,
diu que tot graf de Ex(K¢+1) és t-acolorible. El cas t = 4 és el que acabem de
discutir.

Hi ha alguns altres teoremes d’estructura similars, formulats per Wagner i
el seu deixeble Halin, i més recentment per Maharry i altres, perd no gaires més.
Per exemple, sabem com sén els grafs de Ex(H), on H s’obté de K3 3 afegint una
o dues arestes. Perd no tenim un teorema d’estructura per a Ex(Kn) quan n = 6.
Més endavant veurem un teorema aproximat, que diu que Ex(H) esta contingut
en una classe L definida en termes de grafs a una superficie de géenere fitat,
k-sumes amb Kk fitat, i altres operacions locals. Aquest teorema és una peca
clau en la prova del teorema dels menors.

5 EIl teorema dels menors

Recordem I’enunciat del teorema: si G és una classe tancada per menors, llavors
hi ha un nombre finit de menors exclosos. Siguin Hy, Hs ... els menors exclosos
de G. No pot ser que H; sigui un menor propi de Hj amb i & j, ja que per
definicié H; seria a G. Per tant, si hi hagués un nombre infinit de menors
exclosos, tindriem una familia infinita de grafs incomparables per la relaci6

G [HI [—3 ésun menor de H.

Aquesta observacio ens duu a introduir el llenguatge dels quasiordres. Un
quasiordre és una relacio reflexiva i transitiva. La relacié [Camhterior és, evi-
dentment, un quasiordre (no podem dir que sigui un ordre en la classe dels
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grafs etiquetats perque si G i H son isomorfs, llavors G [CHIi H [G] sense ser
iguals).

Un quasiordre < és un bon quasiordre si tota successio infinita xXg, Xz ...
conté dos elements X;, Xj tals que X; < X;, amb 1 < j. Aquesta condicio és
equivalent a les dues condicions seguents:

1. No hi ha successions infinites estrictament decreixents.
2. No hi ha anticadenes (elements mutuament incomparables) infinites.

Una implicacio és evident. En I'altre sentit, sigui Xg, X1 ... una successio infinita
i suposem les dues condicions anteriors. Acolorim els parells (Xj, Xj) tals que
i < j amb tres colors: vermell si X; =< Xj, verd si X; > X; i blau si xj, Xj sén
incomparables. Pel teorema de Ramsey infinit, existeix un conjunt infinit |
tal que tots els parells (x;, xj) amb i,j [Ttenen el mateix color. Aquest color
no pot ser verd, perqué hi hauria una successio infinita decreixent, i no pot ser
blau perqué hi hauria una anticadena infinita. Ha de ser vermell i trobem un
parell tal que X; < Xx;.

Hi ha una altra formulacié equivalent en termes d’ideals. Un ideal (cap
amunt) és un conjunt | tal que si x [IT1 x <Yy, llavors y [T.Diem que | esta
generat per J [Iki | = {x CXI: [yl [LJ]y = x}. Amb aquestes definicions,
X és un bon quasiordre si, i només si, tot ideal esta generat per un conjunt
finit. En el context de menors en grafs, els grafs que contenen un menor exclos
d’una classe tancada per menors formen un ideal. La condici6 de finitud diu
que hi ha un nombre finit de menors exclosos (elements minimals de I'ideal).

Es evident que no hi ha cadenes infinites descendents amb la relacié [
de menors en grafs, ja que en prendre un menor propi el nombre d’arestes
disminueix. En consequéncia, el teorema dels menors equival a dir que la
relacié [allconjunt dels grafs finits és un bon quasiordre. El primer resultat en
aquesta direcci6 és el teorema dels menors per a arbres. Donats dos arbres T i
S amb arrel, diem que T < S si existeix una subdivisié T de T i una aplicaci6é
¢ V(TY = V(S) que envia I'arrel de T I'arrel de S i que respecta 'ordre dels
arbres: aix0 ultim vol dir que si x és un descendent de y a T 5'llavors ¢ (x) ho
ésde p(y) aS. Fem notar que si T < S, llavors T és un menor de S. Ja I'any
1937 es va formular la conjectura segient, que és més forta que I’enunciat
corresponent amb menors, i que va ser provada independentment per Kruskal
[32] i Tarkowski [58].

Teorema 14. Els arbres finits estan ben quasiordenats per la relacio <.

Una prova senzilla és deguda a Nash-Williams [39]. La prova amb detall
pot trobar-se a [16], pero aqui en donem les idees principals. Diem que una
successi6 d’arbres amb arrel To, T1 ... és dolenta si no existeixen i < j amb
Ti = T;. Suposem que hi ha una successi6 dolenta i sigui To I'arbre més petit
amb qué pot comencgar una successio dolenta. Procedint per induccié podem
trobar una successi6 dolenta Tp, Ty ... tal que Tk és I'arbre més petit d’'una
successio dolenta que comenca per To, ..., Tk. Es facil veure que To,T1... és
dolenta.
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Sigui An el conjunt d’arbres que s’obtenen eliminant I'arrel dﬁ,, cada un
d’aquests esta arrelat al fill corresponent de I'arrel. Sigui A = =0 An. Fent
servir el fet que Tp, T1... és una successio dolenta minimal, es prova que el
conjunt A esta ben quasiordenat. Ara ens cal el resultat segluent:

Lema (Higman) Si < és un bon quasiordre a X, també ho és el quasiordre
definit en el conjunt dels subconjunts finits de X per la relacié: A < B si
existeix una injeccid f: A - B tal que a < f(a) per atota [CAl

Aplicant el lema, existeixen i < j i una injeccio ¢: Aj - Ajtalque T < F(T)
per atot T [CA]. Si enviem l'arrel de T; a I'arrel de T; podem estendre la unié
de les immersions T - ¢ (T) a una aplicacio ¢: V(T;i) - V(T;j), que conserva
I'ordre dels arbres. Aixo prova que Tj < Tj, contrariament a la hipotesi.

El teorema anterior diu que donat un conjunt infinit d’arbres, sempre n’hi
ha un que és una subdivisié d’un altre. Observem que aquest resultat no és
cert per a grafs arbitraris. Sigui G, el graf amb 2n vértexs obtingut unint
n triangles ciclicament; més formalment, al cicle vivs - - - v li afegim les n
arestes Vi1Vs, VaVs, ..., Von—1V1. Es facil veure que Go, Gz ... sén incomparables
per subdivisions, és a dir, no existeixen i 8 j tals G; sigui una subdivisio de G;j.

Draltra banda, tenim el resultat seglient, que es prova facilment [38].

Lema 15. Donat un graf H, existeixen grafs Hy, ..., Hmy tals que un graf conté H
com a menor si, i nomeés si, conté algun dels H; com a subdivisio.

Els grafs H; s’obtenen escindint vertexs de H. L’'operaci6 d’escindir un vertex v
de grau com a minim quatre, consisteix a suprimir v, crear dos nous vertexs
V1 i V2 adjacents, i fer que tot vei de v del graf original sigui adjacenta v; o a
V2 (pero no a tots dos) i de manera que V1 i V2 tinguin grau com a minim tres.
Per exemple, si H és I'estrella de quatre puntes S4, llavors els H; sén el mateix
Sa i I'arbre T que es mostra a la figura 4.

Aix0 implica que si una classe esta caracteritzada per un nombre finit de
menors exclosos, també ho esta per un nombre finit d’obstruccions (subdi-
visions excloses). Tot menor exclos és una obstruccid, perd no al revés. Per
exemple, ja hem dit que hi ha 103 obstruccions per a dibuixar un graf en el pla
projectiu, perdo només hi ha 35 menors exclosos. N’hi ha 12 que s’obtenen com
a unio disjunta, identificacié d’'un vértex o identificacié de dos vértexs de Ks i
K3 3, als quals hem d’afegir 23 menors que sén 3-connexos (vegeu la figura 6.5
a [38]). Un exemple d’obstruccioé que no és un menor exclos és el graf que es
mostra a la dreta de la figura 4. En efecte, si contraiem I'aresta Xy obtenim un
graf que segueix sense admetre una immersio6 al pla projectiu. Fem notar que
si, a més, contraiem x"y Jllavors arribem a un dels menors exclosos, obtingut
identificant dues copies de Ks per una aresta i esborrant I'aresta.

6 Amplada d’arbre

En certa manera, els arbres son els grafs més senzills que hi ha. Podem pensar
en un arbre recursivament de la manera segiient: comencem amb una aresta i
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S, T

Figura 4. A I'esquerra i al centre, les subdivsions excloses per a I'estrella
de quatre puntes. A la dreta, una obstruccio per al pla projectiu que no
és un menor prohibit.

afegim repetidament un nou vértex adjacent a un vértex ja existent. Definim
ara una generalitzacié d’aquest concepte. Un k-arbre s’obté a partir d’un graf
complet inicial amb k + 1 vértexs, afegint repetidament un nou vértex adjacent
a un subgraf complet amb k véertexs. Un l-arbre és el mateix que un arbre; la
figura 5 mostra un exemple de 2-arbre i de 3-arbre. Definim I'amplada d’arbre®
aa(G) d’'un graf G com el minim k tal que G és subgraf d’un k-arbre:

aa(G) = min{k: G és subgraf d’'un k-arbre}.

Una formulacié equivalent és la segient: aa(G) < k si G es pot obtenir fent
k-sumes (definides en I'apartat 4) a partir de grafs amb, com a molt, k + 1
vertexs.

Figura 5: Un 2-arbre i un 3-arbre.

La formulacié més util des del punt de vista de I'algorismia és aquesta: una
descomposici6 en arbre d’'un graf G = (V, E) consta d’una colleccié de subgrafs
(Go)t rma indexada pels nodes d’un arbre T, que satisfa les condicions segients:

1

1. G= (xf.
2. Per a qualsevol vertex v [V] el conjunt dels t tals que v [Y1G;) forma
un subarbre connex de T.

9 El terme en anglés és tree-width. Hi ha moltes nocions de teoria de grafs amb un nom
semblant, com ara branch-width, clique-width, face-width, etc. La traduccié que proposem es pot
estendre facilment a les diferents menes d’amplada.
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L'amplada de la descomposicio és el valor

max{|V(G¢)| —1: t CT}.

Es pot comprovar que aa(G) és la minima amplada entre totes les descompo-
sicions en arbre de G. En altres paraules, aa(G) < k si, i només si, G admet
una descomposicid en arbre (G¢)trmamb |[V(Gy)| =k + 1 peratott [T1La
primera condici6 de la definicié diu que tots els vértexs i arestes de G sén a
algun dels Gj. La segona condici6 és la clau: ens assegura que si explorem G
recorrent I'arbre T, podem controlar quan hem acabat de processar un vértex
donat.

Una propietat senzilla d’aquest parametre és que és monoton respecte de
prendre menors:

Si H és un menor de G, llavors aa(H) < aa(G).

Per tant, la classe Ak dels grafs amb amplada d’arbre com a molt k és tancada
per menors. La classe A; és la dels grafs aciclics, aquells en qué totes les
components soén arbres. Tal com hem dit en la introducci6, A, és la classe dels
grafs série-parallels.

El graf graella Ri té com a vertexs els parells d’enters (i,j) amb 1 <1i,j <k;
dos vértexs (i, j), (i5]9 s6n adjacents si tenen una coordenada igual i I'altre
difereix en una unitat. Es senzill veure que aa(Rx) < k, perd no ho és tant
veure que aa(Rk) = k (una manera de veure-ho és amb el joc del lladre i els
policies [9]). Una consequéncia és que si un graf conté una graella gran, llavors
té amplada d’arbre gran. Robertson i Seymour van trobar una mena de reciproc
molt important.

Teorema 16 (Robertson, Seymour [47]). Per a tot enter k existeix un enter
r = r (k) tal que si aa(G) =r, llavors G conté la graella Rx com a menor.

S’ha provat que r (k) < ck® per a una constant ¢ > 0 i es conjectura que aquest
valor es pot reduir fins a una funcié polindmica de k [15]. Una conseqliéncia
important del resultat anterior és la seglent.

Teorema 17 (Robertson, Seymour [47]). La classe Ex(H) té amplada d’arbre
fitada si, i només si, H és planari.

Prova. Suposem que H no és planari. Atés que les graelles son planaris, H no
és un menor de Rg. Per tant, totes les graelles s6n a Ex(H) i I'amplada d’arbre
no és fitada.

Reciprocament, suposem que H és planari. Llavors existeix un k tal que H
és un menor de Rg (aquest és un exercici bonic: substituim un vertex de grau d
de H per un arbre de grau tres amb d fulles i prenem una graella prou fina).
Si r és com en el teorema anterior, llavors I'amplada d’arbre d’'un graf G de
Ex(H) és més petita que k, altrament G conté Ry, i per tant H, com a menor.O
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El resultat anterior és més general: la classe Ex(H4,...,Hk) té amplada
fitada si, i només si, algun dels H; és planari.

Un dels primers resultats en el programa que va dur al teorema dels menors
és el segiient, que generalitza el teorema de Kruskal.

Teorema 18 (Robertson, Seymour [48]). La classe de grafs amb amplada d’ar-
bre fitada per k esta ben quasiordenada per la relacié dels menors.

La prova fa servir la técnica de la successié minimal dolenta que hem emprat
abans, pero és forca més complicada. Robin Thomas [59] va provar I'existéncia
de descomposicions en arbre amb bones propietats, resultat que es va fer servir
a [48] per simplificar la demostracio (vegeu [17, cap. 7]).

El teorema anterior es pot fer servir per provar directament que hi ha un
nombre finit de menors exclosos per a cada superficie, una de les fites dels
programa de Robertson i Seymour. N’hi ha prou de provar el lema seguent,
formulat per Thomassen [63].

Lema 19. Per a tota superficie S existeix un enter k tal que cap obstruccié per a
S conté la graella Rk com a menor.

El lema anterior, juntament amb el teorema 16, implica que les obstruccions
de S tenen amplada d’arbre fitada. El teorema 18 implica, llavors, que n’hi ha
un nombre finit.

7 Sobre la prova

Donada una successio infinita de grafs Gp,G; ..., el teorema dels menors
afirma que existeixen i < j tals que G; és un menor de Gj. Suposem que aquest
no és el cas. Llavors cap dels G1,G»... no conté Go com a menor, és a dir,
soOn tots a la classe Ex(Gp). Si Gg és planari, pel teorema 17 la classe Ex(Gp)
té amplada d’arbre fitada i, segons el teorema 18, els grafs de Ex(Gp) estan
ben quasiordenats per la relacié de menors. Aixo contradiu la hipotesi que
els G1,G2 ... s6n incomparables. Per al cas general en qué Gg no és planari,
Robertson i Seymour van provar un teorema d’estructura que descriu com sén
els grafs que exclouen un graf fix com a menor. Per descriure els grafs que
no contenen un graf H com a menor, cal considerar almenys els ingredients
seglients, tal com es discuteix a [30]:

1. k-sumes i descomposicions en arbre. Suposem que H és k-connex. Si G
i G2 son grafs que no contenen H com a menor, llavors la [=Suma de
G;1 i G2, amb [ k, tampoc no conté H com a menor. D’aquesta manera
podem construir grafs grans que no contenen H com a menor i la seva
estructura esta descrita per una descomposicio en arbre.

2. Grafs en superficies. Si H no admet una immersioé a una superficie S,
llavors els grafs que si que admeten una immersié a S no poden contenir
H com a menor.
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3. Extensions fitades i vértexs apex. Suposem que per a tot conjunt de k
vertexs U [IH), el graf H — U no admet una immersié a la superficie S.
Si G és un graf que conté un conjunt de com a molt k vértexs tal que
la seva supressio dona un graf que admet una immersio a S, llavors G
no conté H com a menor. Els vértexs suprimits de G s’anomenen apex i
poden ser adjacents a qualsevol altre vértex de G.

4. Vortexs. Considerem I'exemple segiient. Prenem un graf planari gran
amb cara externa C = vi1Vv2...V, i sigui k un enter. Afegim totes les
arestes uju; tals que uj, uj estan a distancia com a molt k a la vora
de C. Si k = 2, el graf resultant pot contenir K; com a menor, perd no
pot contenir Kg. Com que aquest graf no es pot obtenir amb les tres
construccions anteriors, ens cal afegir aquesta nova construccié. Aquesta
és la motivacio per a I'estructura de vortex, definida a continuacio, que
generalitza I’exemple anterior i tots els menors que se n’obtenen.

Figura 6: Un vortex d’amplada dos.

Robertson i Seymour demostren que les construccions anteriors i les seves
combinacions son suficients per descriure de manera aproximada els grafs que
no contenen H com a menor. Abans d’enunciar el seu teorema, definim amb
precisio el concepte de vortex (anomenat serrell a [34]). Donat un cicle C, triem
un conjunt d’arcs a C de manera que cada vertex esta contingut com a molt a k
arcs. Per a cada arc A, formem un nou vértex va i el connectem com vulguem a
alguns vertexs de A. Connectem també, tants com vulguem, parells (Va, Vg) Si
A i B tenen un vértex comu. Diem que hem afegit a C un vortex d’amplada k
(vegeu la figura 6).

Per a tot enter positiu k, definim ara la classe de grafs L.

1. Comencem amb una immersi6 2-cellular d’'un graf G en una superficie de
génere com a molt k.

2. Triem com a molt k cares de G i afegim a cada una un vortex d’amplada
com a molt k.

3. Creem k vértexs nous (anomenats apexs) i els connectem arbitrariament
als vertexs existents.
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4. Construim repetidament la k-suma del graf actual amb un altre graf
construit amb les operacions (1)—(3) anteriors.

Si recordem el teorema 12 sobre grafs a Ex(Ks), hi veiem algunes similituds:
prenem els grafs planaris com a punt de partida, hi afegim un graf excepcional
i fem k-sumes, amb k = 3, d’aquests grafs repetidament. La classe Lk té com a
punt de partida els grafs de génere com a molt k. Hi afegim grafs de génere
més gran, que permeten algunes operacions (vortexs i apexs amb mida fitada) i
prenem k-sumes repetidament. Robertson i Seymour van provar que tota classe
tancada per menors esta continguda en una de les classes L.

Teorema 20. Per a tot graf H existeix un enter k tal que Ex(H) L.

El teorema anterior no déna una caracteritzaci6 de la classe Ex(H), ja que la
inclusio és estricta, pero ens diu que tot graf de Ex(H) es pot obtenir fent
k-sumes de grafs que admeten una quasiimmersié a una superficie de genere
fitat.

Tornem ara a la successi6 de grafs G1,G. ..., tots a Ex(Gg). Pel teorema
anterior, cada un dels G;,G» ... té una descomposicié en arbre on cada una de
les parts admet una quasiimmersio a un conjunt finit S de superficies. L’estruc-
tura d’arbre ajuda, com en la demostracio del teorema 17, que generalitza la
del teorema 14, a provar que estan ben quasiordenats. Cal provar finalment
que els grafs que admeten una quasiimmersio a alguna de les superficies S [S1
estan ben quasiordenats. Aix0 es demostra per inducci6 sobre el génere de
S. La base de la inducci6 torna a ser el cas que Gg és planari. Per al cas general,
Robertson i Seymour codifiquen I'estructura afegida (els vortex) als grafs que
admeten una immersi6é a S en un hipergraf i proven una versio del teorema 10
per a hipergrafs. Tal com ja hem dit, els detalls s6n molts, llargs i complicats.

Acabarem aquest apartat discutint un ultim resultat del programa de Ro-
bertson i Seymour. A més dels conceptes de subdivisié i de menor, tenim el
concepte d’'immersié d’un graf en un altre. Donats dos grafs G i H, una immer-
si6 de H en G és una injeccié f: V(H) - V(G) i, per a cada aresta uv [E{H),
un cami Py, a G que uneix els vertexs f(u) i ¥(v), amb la propietat que els
camins Py, amb uv [CEIH) sén disjunts dos a dos en arestes. La definicio
recorda la d’'una subdivisio, amb la gran diferencia que només demanem que els
camins siguin disjunts en arestes, no en vertexs. Per exemple, tot graf complet
Kn admet una immersié a un graf planari: n’hi ha prou de dibuixar K, en el pla
i afegir un nou vértex a cada creuament de dues arestes, de manera que el graf
resultant és planari.

L’any 1963, Nash-Williams va conjecturar que els grafs estan ben quasi-
ordenats per la relacié d’immersid. L’altim article de la série del menors en
grafs [53] esta dedicat a provar aquesta conjectura.

Teorema 21 (Robertson i Seymour). Donada una successié Gg, Gz ... de grafs
finits, existeixen i < j tals que hi ha una immersié de G; a G;j.
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La prova fa un Us intensiu de les eines desenvolupades anteriorment, en
particular de la relacié de menors a hipergrafs.

8 Grafs, algorismes i logica

Molts problemes computacionals dificils es poden resoldre per a arbres en
temps polinomial (fins i tot lineal) amb una exploracié de les fulles cap a
I'arrel. EI mateix val per a grafs d’amplada d’arbre fitada per una constant
k. Podem explorar I'arbre T d’'una descomposicié (G¢):i a cada un dels
subgrafs G¢, que tenen com a molt k + 1 vértexs, ens podem permetre un cost
computacional que sigui una funcié de k, com ara k! o 2K,

Per exemple, per decidir si un graf amb amplada d’arbre fitada admet una
3-coloraci6, procedim aixi. En primer lloc, un resultat basic de Bodlaender [7]
diu que, per a k fix, es pot decidir en temps lineal si un graf té una descompo-
sici6 en arbre d’amplada Kk i trobar una tal descomposici6. Sigui doncs (Gt)t
una descomposici6 en arbre de G d’amplada k i arrelem T a qualsevol vértex.
Sigui B¢ el conjunt de veértexs de G i sigui D¢ el conjunt de vertexs que aparei-
xen al subarbre de la descomposicié que té t com a arrel. Per a cada coloraci6
c: Bt - {1,2,3} calculem una funcié booleana B(t, c) que ens diu si c es pot
estendre o no a una 3-coloracié de Dy. Es facil veure que per calcular B(t, c)
nomeés cal saber els valors de B per als fills de t. L’algorisme comenca per les
fulles de T i puja fins a I'arrel. El cost a cada node és d’ordre 3%*1 i, per tant,
el cost total és O(3%n), que és lineal en el nombre n de vértexs. Naturalment,
és exponencial en k, altrament tindriem un algorisme polinomial per a un
problema NP-complet.

El metode que hem descrit es coneix com a programacio dinamica. El
principi basic és que el calcul que cal fer en un node t de I'arbre T es pot
fer només amb la informacié provinent dels seus fills. Si aquest calcul es
pot fer en un temps que sigui funcié només de k, la mida de les parts de la
descomposici6, tindrem un algorisme polinomial. Molts problemes NP-complets
es poden resoldre amb aquest métode per a grafs d’amplada d’arbre fitada. El
teorema de Courcelle diu que tot problema de decisid que es pugui expressar
en un cert llenguatge logic, admet un algorisme lineal per a grafs amb amplada
d’arbre fitada. Veiem qué diu exactament el teorema.

Un enunciat de grafs en logica de primer ordre (LPO) esta format per va-
riables que representen véertexs o arestes, la relacié d’adjacéncia entre vértexs
i la d’incidéncia entre vertexs i arestes, quantificadors, igualtats i els connec-
tors logics habituals. Per exemple, la propietat de contenir un triangle es pot
expressar en LPO:

XTIyl zkals que (X,¥), (Y, Z2), (X, z) sOn arestes.

Més en general, es pot expressar en LPO el fet que un graf fix H sigui un subgraf
d’un graf donat. També I’existéncia d’un conjunt de vértexs U dominant (tal
que tot vertex que no és de U és adjacent a un vertex de U) de mida fixa k. La
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formula seria (informalment):

x3i... xg Oy Xy, ..., Xk}, Y és adjacent a algun dels X;.

La logica monadica de segon ordre (LMSO) és més expressiva, ja que permet
també quantificar sobre conjunts de vertexs i d’arestes. Per exemple, I’existéncia
d’una 3-coloracio d’un graf (V,E) es pot expressar com

[V4 V4 V4 independents tals que V =V, [V V3.

Un conjunt U és independent si [X,y [U] X i y no sén adjacents. Convidem
el lector a expressar en LMSO la connectivitat d’un graf i I'’existéncia d’un cicle
hamiltonia.

Teorema 22 (Courcelle). Tot problema de decisié expressable en logica mona-
dica de segon ordre es pot resoldre en temps lineal per a grafs d’amplada d’arbre
fitada.

Es pot trobar una prova detallada a [17, cap. 6]. El teorema de Courcelle és un
exemple notable de metateorema, que afirma que tota una classe de problemes
algorismics es poden resoldre de manera «eficient» sobre certa classe de grafs.
Altres resultats d’aquesta mena soén:

1. Tot problema expressable en logica de primer ordre es pot decidir en
temps lineal per a classes de grafs amb grau maxim fitat (Seese [56]).

2. Tot problema expressable en logica de primer ordre es pot decidir en
temps lineal per a grafs planaris (Frick i Grohe [23]).

El primer resultat es pot entendre intuitivament aixi. Sigui k una fita per al grau
maxim. Si el problema és decidir I'existéncia d’un subgraf isomorf a un graf fix
H de diametre D, prenem un vértex qualsevol v i explorem la bola de radi D
centrada a v, que té com a molt kP vértexs. Dins d’aquesta bola podem decidir
si hi ha una copia de H en temps constant; si ho fem per a cada vertex, el
cost total és lineal. Els predicats de primer ordre s6n més generals que el fet
de contenir un subgraf, pero es poden fer servir idees similars. Pel que fa al
segon resultat, una exploracié local també és suficient per als grafs planaris.
Cal fet notar, pero, que el teorema de Courcelle no s’estén als grafs planaris. Per
exemple, decidir si un graf és 3-acolorible és un problema NP-complet encara
que ens restringim als grafs planaris.

Recentment, els dos primers resultats s’han estées a classes de grafs amb
expansié fitada, un concepte molt general que inclou classes de grafs amb grau
maxim fitat, classes tancades per menors i classes tancades per subdivisions,
entre d’altres [40]. S’ha provat que tot problema expressable en logica de
primer ordre es pot decidir en temps lineal per a classes de grafs amb expansi6
fitada [18].

Aquest resultats estan fortament relacionats amb la complexitat parame-
tritzada, una disciplina que intenta classificar els problemes computacionals
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segons la dificultat respecte d’un o més parametres i no nomes respecte de
la mida de I’entrada. En la situaci6 anterior el parametre és 'amplada d’arbre,
pero poden ser d’altres [17, 22].

9 Per qué no tenim algorismes per a un problema polinomial

Sigui G una classe tancada per menors i considerem el problema de decidir
si un graf pertany a G. De manera equivalent, si P és una propietat de grafs
tancada per menors, considerem el problema de decidir si un graf satisfa P. Per
exemple, un resultat classic diu que es pot decidir en temps lineal si un graf és
planari. Es forga més complicat decidir si un graf admet una immersié a una
superficie donada, pero també hi ha algorismes lineals en aquest cas [36]. El
resultat seglient és una de les conseqliéncies més sorprenents del teorema dels
menors.

Teorema 23. Tota propietat P tancada per menors es pot decidir en temps
polinomial.

La prova té dues parts. En primer lloc, donat un graf fix H, es prova que es
pot decidir en temps polinomial si un graf conté H com a menor. Per aixo cal
resoldre el problema dels camins disjunts: donat un graf G i k parells de véertexs

(s1,t1),...,(sk, tk) (es permeten repeticions de vertexs), decidir si existeixen
k camins disjunts en vértexs tals que el cami i-ésim uneix s; amb t;, per a
i=1,...,k. Roberston i Seymour [50] proven:

Teorema 24. Per a qualsevol enter fix k, hi ha un algorisme amb complexitat
O(n?) per resoldre el problema dels k camins disjunts.

L’algorisme permet decidir en temps polinomial si un graf G conté una subdivi-
si6 d’un graf fix H amb k arestes. Si H té h vértexs, només cal provar tots els
possibles conjunts de h véertexs de G on pugui assentar-se la subdivisié de H.
Aix0 déna un algorisme amb complexitat O (n"*2). Amb molta més feina es pot
obtenir un algorisme O(n®) [50, 31]. En virtut del lema 15, tenim la mateixa
complexitat per decidir si un graf conté un graf fix com a menor.

Teorema 25. Donat un graf fix H, es pot decidir en temps O(n3) si un graf
conté H com a menor.

Ara podem concloure la prova del teorema 23. Com que hi ha un nombre
finit de menors exclosos per a la propietat P, existeix un algorisme O(n?®) per
decidir si un graf satisfa P. Aquest és un resultat purament existencial per dos
motius:

« L’algorisme del teorema 25 té unes constants ocultes enormes i no es pot
implementar de manera eficient. Les constants son de la forma 2 1 2 1
21h,on2tt=227és una torre de t exponencials, i h és el nombre
de vertexs de H. En paraules de Johnson [29]: «Malauradament, per a
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qualsevol instancia G = (V, E) que pugui caber a I'univers conegut, és
facil preferir un algorisme |V |’° a un algorisme en temps constant, si la
constant ha de ser una de les de Robertson i Seymour.»

= Sabem que la llista de menors exclosos és finita, pero sovint no sabem
quins sén ni tenim una fita per al seu nombre.

Un exemple notable d’aquesta situaci6 és decidir si un graf admet una immersio
a R® sense nusos (altres exemples es discuteixen a [20]). Tal com hem vist
en la introducci6, la propietat és tancada per menors, pero no tenim cap
algorisme per resoldre aquest problema, ni tan sols exponencial. La rad és que
no podem «anar provant» totes les possibles immersions d’un graf a I'’espai, no
sabem com discretitzar el problema. Tenim doncs un problema algorismic que
no sabem resoldre, perdo sabem que existeix un algorisme polinomial.

En canvi, el problema de dibuixar grafs en superficies es pot discretitzar: una
immersi6 2-cellular d’'un graf G a una superficie orientada (el cas no orientat
és una mica més complicat i no el tractem) es pot codificar combinatoriament
donant un ordre ciclic de les arestes al voltant de cada vertex; a més, per a
cada immersi6é combinatoria podem calcular el gé@ facilment [38]. Per tant,
el nombre d’'immersions possibles és com a molt (d; — 1)!, ondy,...,dn sén
els graus dels vertexs. Aquesta és una quantitat exponencial, pero en principi
podem provar totes les possibilitats i decidir si un graf admet una immersié
a una superficie donada (com ja hem dit abans, per a aquest problema hi ha
algorismes lineals efectius).

Una altra propietat tancada per menors és la d’admetre una immersio a R®
sense enllagos, és a dir, de manera que dos cicles disjunts qualssevol determinin
un enllag trivial a R3. En aquest cas sabem tots els menors exclosos [55]: son el
graf de Petersen i altres sis que s’obtenen d’aquest a partir de transformacions
AYA, entre aquests Kg. | en aquest cas tenim un algorisme polinomial efectiu
per trobar una immersio sense enllacos si existeix [28]. Ens podem preguntar
si el fet que els menors exclosos siguin pocs i coneguts fa més plausible que hi
hagi algorismes efectius.

10 Altres aspectes

Per acabar aquesta panoramica, discutirem altres aspectes relacionats amb la
teoria dels menors en grafs.

10.1 La conjectura de Hadwiger

Si un graf conté un graf complet Ky com a subgraf, llavors és clar que calen
almenys t colors per acolorir-lo. Pero el reciproc no és cert: hi ha grafs sense
triangles que requereixen un nombre arbitrariament gran de colors. La conjec-
tura de Hadwiger diu que si t colors son necessaris, llavors el graf conté K
com a menor (no com a subgraf).
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Conjectura 26 (Hadwiger). Si G és un graf que no conté Ky com a menor,
llavors G és pot acolorir amb t — 1 colors.

Per a t = 3 és trivial, els grafs sense K3 com a menor soén aciclics i, per tant,
bipartits. Si G no conté K, com a menor, llavors és série-parallel i per tant conté
un veértex v de grau com a molt dos. Per induccié, G — v és 3-acolorible i la
coloraci6 es pot estendre a G. Ja hem vist que el cas t = 5 és equivalent al
teorema dels quatre colors, degut al teorema de Wagner sobre grafs sense Ks
com a menor.

El cas t = 6 va ser resolt per Robertson, Seymour i Thomas [54]. La prova
és llarga i complicada. Es demostra que si G és un contraexemple minimal a
la conjectura per a t = 6, llavors existeix un vértex v tal que G — v és planari,
que és 4-acolorible. Llavors G és 5-acolorible i arribem a una contradiccio. Els
casos t = 7 no estan resolts.

Una conjectura similar per a subdivisions, formulada per Hajoés, és falsa.
No és cert que si un graf no conté una subdivisié de K, llavors és (t — 1)-
acolorible [10]. Els resultats parcials sobre la conjectura de Hadwiger son
encoratjadors. Per exemple, és certa per a gairebé tots els grafs, en el sentit
seguent [8]. La proporci6 de grgfs amb n vértexs que contenen com a menor
un graf complet de mida n/ logn tendeix a u; i la proporcio de grafs amb n
vertexs que tenen nombre cromatic com a molt n/log n també tendeix a u. Aixo
no exclou, pero, que pugui trobar-se un contraexemple. Aquest és considerat
un dels problemes oberts més importants en teoria de grafs.

10.2 Propietats de classes tancades per menors

Hem vist que un graf amb N vértexs de genere g té¢ com a molt 3n — 6 + 6g
arestes, s6n poques arestes, si es compara amb el nombre quadratic n(n—1)/2
d’arestes del graf complet. Aquesta propietat es compleix a qualsevol classe
tancada per menors.

Teorema 27. Sigui H un graf fix. Existeix una constant ¢ depenent de H tal que
tot graf de Ex(H) té com a molt ¢ - n arestes.

La primera prova d’aquest resultat, formulada per Mader (1967), és senzilla i
proporciona el valor c = 2t73 sj t és el nombre de vértexs de H. Amb frejodes
forca més refinats es prova que I'ordre dg-ragnitud correcte de c ést logt. Si
H = K¢, tenim I'estimaci6 precisac [Cat logt, on a = 0,3191 és una constant
explicita [§2]; Una forma alternativa del resultat anterior és: si un graf conté
més de ct logt n arestes, llavors conté K¢ com a menor. D’altra banda, per a
forcar I’existéncia d’una subdivisié de K; calen ct?n arestes [16].

El teorema separador de Lipton i Tarjan (1979) per a grafs planaris diu
que tot graf planari amb n veértexs es_pot separar en dues parts de mida com
a molt 2n/3, suprimint no més de 3 n vértexs. Aquest resultat admet una
generalitzacio6 a classes tancades per menors [2].
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Teorema 28. Sigui G un graf que no conté H com a menor, i sigui t el nombre de
vertexs de H. Llavors existeix un conjunt de vertexs C tal que G —C = A [B]
de manera que no hi ha cap aresta que vagi de A a B,

L
IAl<2n/3, [B|=2n/3, |[C|<t t n.

L’existéncia de separadors té aplicacions importants, en particular en el dis-
seny d’algorismes de dividir per véncer. La constant 2/3 és arbitraria i es pot
substituir per qualsevol constant de I'interval obert (1/2,1).

Una altra questio interessant és aquesta: com pot ser\;ale gran I'amplada
d’arbre d’un graf planari amb n vertexs? El graf graella n x n, que tg/n
vertexs i amplada d’arbre @ mostra que pot arribar a ser tan gran com n.
El teorema segient diu que n és el maxim en qualsevol classe tancada per
menors [2].

Teorema 29. Sigui H un graf fix. Existeix una constant c depenent de H tal que
tot graf de Ex(H) té amplada d’arbre com a moltc n.

Per enunciar el resultat seglient ens cal una definicié. Un llibre de k pagines
és la superficie (singular) obtinguda identificant les fronteres de k semiplans
en una recta comuna, que anomenem llom. Qualsevol graf es pot dibuixar en
un llibre amb tres pagines (aquest és un exercici instructiu). El problema és
meés interessant si exigim que tots els vertexs siguin al llom: en aquest cas diem
que un graf admet una immersié a un llibre de k pagines. Es sabut que tot graf
planari admet una immersioé a un llibre de quatre pagines [67]. La prova del
teorema seguient fa servir el teorema 20 de manera essencial.

Teorema 30 ([6]). Sigui H un graf fix. Existeix una constant k depenent de H tal
que tot graf de Ex(H) admet una immersio a un llibre de k pagines.

Aquest resultat permet fitar superiorment el nombre de grafs planaris, com
veurem tot seguit.

10.3 El paradigma de descomposici6

Els teoremes de caracteritzacié de classes tancades per menors i, especialment,
el teorema 20 d’estructura son exemples caracteristics del que Lovasz [34]
anomena el paradigma de descomposicié. Donada una classe de grafs, hem
vist com tot graf descompon en peces d’una certa familia (grafs planaris o
de génere fitat, afegint grafs excepcionals o admetent modificacions locals)
que s’enganxen d’'una manera definida (identificant subgrafs de mida petita
en forma d’arbre). Aquest métode s’ha aplicat amb éxit a altres problemes
importants, com ara discutim.

Recordem que X(G) és el nombre cromatic d’'un graf G. Denotem per w(G)
la mida del maxim subgraf complet contingut a G. Evidentment, X(G) = w(G).
Un graf G és perfecte si x(H) = w(H) per a tot subgraf induit H de G. Es facil
veure que un graf perfecte no pot contenir cicles induits senars de longitud
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senar més gran que quatre, o els seus complements. L’any 1960, Claude Berge
va formular dues conjectures famoses sobre grafs perfectes:

1. Conjectura feble: un graf és perfecte si, i només si, el seu complement és
perfecte.

2. Conjectura forta: un graf és perfecte si, i nomeés si, no conté cicles induits
senars de longitud més gran que quatre o els seus complements.

Es clar que la conjectura forta implica la feble. La primera conjectura va ser
resolta per Lovasz [35] I'any 1972. La segona va ser resolta fa pocs anys [12] i
no és casual que, entre els autors de la dificil solucié, hi trobem Robertson i
Seymour. Un graf de Berge és aquell que no té cicles induits senars de longitud
més gran que quatre o els seus complements. Es demostra que un graf de
Berge, o bé pertany a una de cinc classes basiques de grafs perfectes (entre
d’altres, els grafs bipartits i els seus complements), o bé descompon en grafs
més petits mitjangant quatre operacions que preserven la propietat de ser
Berge i de ser perfecte. Es prova que un contraexemple minimal a la conjectura
no admet una tal descomposicio i per tant ha de ser perfecte, la qual cosa acaba
la demostracié. En un article forca interessant, Seymour [57] explica com es
van enfrontar al problema i I'estratégia que van seguir per trobar la solucio.
Un projecte actual de gran abast és estendre la teoria dels menors a ma-
troides. Una matroide consta d’un conjunt finit E i d’una familia I de subcon-
junts de E, anomenats independents, que compleixen les propietats seguents:

1. El conjunt buit és independent.
2. Monotonia: si B CAli A [CLlllavors B 11

3. Augmentacio: si A,B i |A| > |B], llavors existeix a [CAN\B tal que
B [{a} L]

L’exemple més important és quan E és un subconjunt d’'un espai vectorial
sobre un cos K, on els independents sén els subconjunts de E linealment
independents. Aquestes matroides es diu que sOn representables sobre el
cos K. El dual M =&’una matroide M té el mateix conjunt base i té com a
independents els complements dels independents de M. La matroide uniforme
Uk n té n elements i els independents sén els subconjunts de mida com a molt
k. Es senzill veure que U5 4 no és representable sobre el cos F» de dos elements
i U25 no ho és sobre F3.

Un graf G = (V,E) dbna lloc a una matroide M(G), on E és el conjunt
base i els independents s6n els subconjunts de E que no contenen cicles.
Aquestes matroides s’anomenen grafiques i s6n representables sobre qualsevol
cos. En matroides hi ha una nocié de dualitat que generalitza la dels grafs
planaris. El concepte de menor es pot definir també per a matroides, aixi com el
de menor exclos d’una classe de matroides tancada per menors. Per exemple, la
classe de les matroides representables sobre F, és tancada per menors i I'Gnic
menor exclos és Uy 4. Els menors exclosos per a les matroides representables
sobre F3 s6n Uy 5,Us 5, el pla de Fano F (format pels set punts i les set rectes
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del pla projectiu sobre F») i el seu dual F “&n el cas de F4 hi ha exactament set
menors exclosos. Aquest és I'Gltim cas resolt de la famosa conjectura de Rota.

Conjectura 31 (Rota). Per a cada cos finit K hi ha un nombre finit de menors
exclosos per a les matroides representables sobre K.

L’altra gran conjectura oberta en aquesta area és I'analeg del teorema dels
menors.

Conjectura 32 (Robertson i Seymour). Les matroides representables sobre
un cos finit fix estan ben quasiordenades per la relacié de prendre menors.

Fem notar que la conjectura anterior implica el teorema dels menors per a
grafs, ja que les matroides grafiques son representables sobre qualsevol cos.

En els darrers anys, Geelen, Gerards i Whittle han fet progressos molt
notables en aquesta direccid. Han provat que les matroides representables
sobre un cos finit amb amplada de branca (branch-width en anglés, un concepte
molt proper al d’amplada d’arbre) fitada estan ben quasiordenades i han provat
un analeg del teorema 16 per a matroides, un resultat basic en el seu programa.
També han provat la conjectura anterior per a matroides binaries, pero els
detalls encara no han estat publicats.

Un cop més, I'’element clau en les demostracions és la descomposicié de
matroides en una estructura d’arbre. La peca que manca encara és un teorema
d’estructura en I'esperit del teorema 20. L’article [24] discuteix I'estat de la
questio. Els resultats classics sobre menors exclosos en matroides (deguts
sobretot a Tutte) es poden trobar a [41].

10.4 Enumeracio i grafs aleatoris

Com és de gran una classe de grafs tancada per menors? Sigui G = Ex(H) i
sigui G, el conjunt de grafs de G amb n vertexs. El teorema 30, juntament amb
el fet que el nombre de grafs planaris és com a molt exponencial en el nombre
de vértexs, implica que existeix una constant c depenent de H tal que

IGn] =c".

Si ho comparem amb el nombre total de grafs amb n vértexs, veiem que G és
relativament bastant petita. En efecte, hi ha de I'ordre de 2"("=1/2/n! grafs
amb n vértexs, una quantitat molt més gran que qualsevol exponencial.

Per a certes families de grafs tenim resultats molt més precisos. Per exemple,
el nombre d’arbres etiquetats és N2, un resultat atribuit a Cayley. El nombre
d’arbres no etiquetats és asimptoticament

—5/2,,,N

c-n w",

on ¢ és una constant i w = 2,9956. Per obtenir aquests resultats es fan servir
funcions generadores i analisi complexa [21].
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Recentment s’han pogut analitzar classes de grafs més complicades amb
metodes analitics. En particular, el nombre de grafs planaris etiquetats amb n
vertexs és asimptoticament [25]

cC- n—7/2ynn!,
on y = 27,2268 és una constant definida analiticament. Més en general, el
nombre de grafs de génere g és asimptoticament [11, 5]

5(g-1)/2-1,,n
cg - N3O D/27Lynpy

on cg és una constant, on cal notar que el creixement exponencial no depén
de g. Tenim estimacions per a algunes altres classes tancades per menors,
com ara Ex(K3 3) 0 Ex(Ks — e), per0 en general no tenim un coneixement prou
precis de les funcions generadores associades. Per exemple, no sembla possible
analitzar la classe Ex(Ks) amb aquests métodes.

Els méetodes analitics també permeten analitzar grafs aleatoris en alguns
casos; per brevetat, ens limitarem als grafs planaris. A diferencia del model
classic d’Erdds-Rényi, no sabem com generar grafs planaris aleatoris tirant
arestes de manera independent. EIl model que fem servir és simplement el de la
distribucié uniforme. Sigui G, el conjunt de grafs planaris etiquetats amb n
vertexs i sigui gn = |Gnp|. Llavors assignem probabilitat 1/g,, a cada graf de Gp.
Per provar resultats en aquest model ens cal saber comptar grafs amb precisio.

Sigui X, una variable aleatoria discreta definida sobre G, com ara el nombre
d’arestes, 0 el nombre de components connexes, o el nombre de vértexs de grau
dos. Si sabem estimar amb precisi6 el nombre gn k de grafs de G, amb X, =k,
tindrem accés a la distribucié limit de X;,. Per exemple, sigui X, igual al nombre
d’arestes, un dels parametres més basics d’un graf. Sabem que X, < 3n —6, el
maxim d’arestes d’un graf planari. Com esta distribuida la variable X,? Fent
servir funcions generadores bivariades i extensions del teorema central del
limit, és possible provar el seglient:

Teorema 33 ([25]). El nombre d’arestes X, d’un graf planari aleatori és asimp-
toticament normal i tenim

E(Xn) Cah, o2(Xn) A,
ona=2,12361i A =0,4304.
El resultat anterior es pot refinar i es pot provar que hi ha una forta concentracio
al voltant de I'’esperanca. Per a tot [ = 0O existeix una constant ¢ > O tal que
Pr{|Xn —an| > [} <e™°".
Un altre resultat representatiu és aquest.

Teorema 34 ([25]). El nombre de components connexes X d’'un graf planari
aleatori és asimptoticament 1 + Poisson(A), on A = 0,03744. En particular,
la probabilitat que un graf planari aleatori sigui connex és asimptoticament
e =0,9633.
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Més recentment s’han analitzat parametres de grafs planaris aleatoris més
complexos, com ara la mida de la component k-connexa més gran, on apareixen
lleis limit continues no gaussianes [26]. Tots els resultats anteriors son valids
també per a grafs en una superficie fixa [11].
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